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Abstract 

T8, ;$'#@ A0)9$5 $3* 3(9,)#@$5 $':,@<' 0A *#AA,),3<-*,?),, #3<,):05$<,* 90C#3? 5,$'<-

'D($),' EIMLSH 9,<80*' $), $::5#,* <0 $ '#I-*#9,3'#03$5 :0<,3<#$5 ,3,)?J '()A$@, EPESH 

0A <8, HOOH 905,@(5,- A0) 28#@8 $3 $3$5J<#@ EO,I$@<PH :0<,3<#$5 #' $C$#5$;5, #3 <8, 

5#<,)$<(),. W, ),:0)< <8, ),'(5<' 0A 'J'<,9$<#@ #3C,'<#?$<#03' 0A <8, ,AA,@<' 0A 2,#?8< 

A(3@<#03 :$)$9,<,)'- <8, *,?),, $3* :$)<#$5 *,?),, 0A IMLS- <8, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' 

$5502,*- $3* <8, 0:<#9$5 $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 0A *$<$ :0#3<' (: <0 A(55 <8#)*-*,?),, 

IMLS ETD-IMLSH A#<'. W#<8 :$)<#$5 ),*(@<#03 0A @)0'' <,)9' $3* $(<09$<#@ :0#3< 

',5,@<#03- <8, A(55 QD HOOH PES @$3 ;, A#< 0C,) $ )$3?, 0A 1SS /@$5T905 <0 $3 $@@()$@J 

0A 5,'' <8$3 1 /@$5T905 2#<8 U13WS $B initio :0#3<'. 
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I.  Introduction 

       T8, :)0?),'' 9$*, *()#3? <8, :$'< *,@$*, #3 ,5,@<)03#@ '<)(@<(), <8,0)J $5502' A0) 

*#),@< (', 0A $B initio A0)@,' #3 905,@(5$) *J3$9#@' '#9(5$<#03'. A5<80(?8 90'< :0<,3<#$5 

,3,)?J '()A$@,' EPES'H 8$C, ;,,3 0;<$#3,* ;J ,9:#)#@$5 A#<<#3?- #3<,),'< #3 ('#3? $B initio 

9,<80*' 8$' ?)023 #3 ),@,3< J,$)' $' $ ),'(5< 0A <8, #3@),$',* ),5#$;#5#<J 0A ,5,@<)03#@ 

'<)(@<(), @$5@(5$<#03' $3* ,38$3@,* @09:(<#3? @$:$;#5#<#,'. T8#' *#),@<#03 #' ,':,@#$55J 

'#?3#A#@$3< A0) PES' <8$< *,'@)#;, @8,9#@$5 ),$@<#03' ;,@$(', '()A$@,' *,)#C,* A)09 

),5$<#C,5J (3'0:8#'<#@$<,* ,5,@<)03#@ '<)(@<(), @$5@(5$<#03' $), 30<0)#0('5J #3$@@()$<, A0) 

*,'@)#;#3? ;03* ;),$/#3? $3* A0)9$<#03. I< #' A$#)5J )0(<#3, 302 <0 :,)A0)9 8#?8-D($5#<J 

$B initio @$5@(5$<#03' A0) 8(3*),*' <0 <80('$3*' 0A ?,09,<)#,'. M$3J A#<<#3? 9,<80*' 

8$C, ;,,3 '<(*#,* #3 $3 ,AA0)< <0 *,C,50: $ ;)0$*5J ),5#$;5, $::)0$@8 <0 A#<<#3? $B initio 

:0#3<'. A903? <8, $::)0$@8,' (',* $), @(;#@ ':5#3,'- 5,$'< 'D($),' A#<<#3?- $3* 8J;)#* 

9,<80*'.1-3 T8, @03'<)(@<#03 0A $ PES ;J <8,', 9,<80*' @$3 ;, <,*#0('- 802,C,)- 2#<8 

<8, 5,C,5 0A *#AA#@(5<J #3@),$'#3? )$:#*5J 2#<8 <8, '#+, 0A <8, ),$@<#3? 'J'<,9. D#),@< 

*J3$9#@' 9,<80*' @#)@(9C,3< <8#' :)0;5,9- ;(< <8,J $), @09:(<$<#03$55J *,9$3*#3?- 

,':,@#$55J #A 8#?8-5,C,5 D($3<(9 @8,9#'<)J @$5@(5$<#03' $), (',*. 

        D()#3? <8, :$'< *,@$*, <8, 50@$5 A#<<#3? 9,<80* #3<)0*(@,* ;J I'@8<2$3 $3* C055#3'-4 

28#@8 #' ;$',* 03 90*#A#,* S8,:$)* #3<,):05$<#03- 8$' ;,@09, 2#*,5J $@@,:<,*. T8, 

(390*#A#,* S8,:$)* 9,<80* '(AA,)' A)09 <8, A5$<-':0< :8,309,303Z <8$< #'- <8, *,)#C$<#C, 

0A <8, #3<,):05$<,* '()A$@, #' +,)0 $< ,$@8 *$<$ :0#3<.W  T8#' *#AA#@(5<J #' $C0#*,*- 802,C,)- 

;J ('#3? $ T$J50) ,I:$3'#03 <8$< #3@5(*,' <8, A#)'< $3* ',@03* *,)#C$<#C,' $< ,$@8 *$<$ 

:0#3<. A3 $<<)$@<#C, A,$<(), 0A <8, 90*#A#,* S8,:$)* $::)0$@8 #' #<' 9$<8,9$<#@$5 

'#9:5#@#<J. I< @$3 ;, @0(:5,* 2#<8 *J3$9#@$5 '#9(5$<#03' <0 ;#$' <8, A#<- ;(< <8, 3,,* A0) 
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*,)#C$<#C,'- ('($55J (: <0 ',@03* 0)*,)- @$330< ;, ),$*#5J 0) #3,I:,3'#C,5J '$<#'A#,* ;J 

8#?8,'<-5,C,5 $B initio @$5@(5$<#03'.      

       R,@,3<5J- 2, 8$C, 8,5:,* #3<)0*(@, #3<,):05$<#3? 90C#3? 5,$'<-'D($),' 9,<80*' 

EIMLSHQ-] A0) A#<<#3? PES'.  T8, IMLS 9,<80*' #3C05C, :05J309#$5' 0A $3J *,'#),* 

*,?),,. T8, S8,:$)* 9,<80* #' #3 A$@< $ +,)0-*,?),, IMLS 9,<80*.  S#3@, <8, IMLS 

9,<80*' *0 30< 3,,* ?)$*#,3<' $3* H,''#$3'- <8,J $), ,AA#@#,3< A0) A#<<#3? PES' 0;<$#3,* 

;J 8#?8-5,C,5 $B initio @$5@(5$<#03'. A' #3 ;0<8 <8, S8,:$)* $3* I'@8<2$3-C055#3' 

9,<80*'- <8, IMLS 9,<80* (',' $ 2,#?8<,* 5,$'<-'D($),' A#<<#3? :)0@,*(), 28,), <8, 

2,#?8<' $), A(3@<#03' 0A ;0<8 28,), <8, :0<,3<#$5 #' <0 ;, ,C$5($<,* E#.,.- <8, ,C$5($<#03 

:0#3<H $3* 28,), <8, $B initio :0<,3<#$5 C$5(,' 8$C, $5),$*J ;,,3 @$5@(5$<,*. H02,C,)- 

I'@8<2$3 $3* C055#3 (', <8, ?)$*#,3<' $3* H,''#$3' $< ,$@8 $B initio :0#3< <0 ?,< $ A0)@, 

A#,5* ,'<#9$<, 0A <8, :0<,3<#$5 $< <8, ,C$5($<#03 :0#3<. T8,J <8,3 (', $ S8,:$)* A#< <0 <8, 

',< 0A :0<,3<#$5 ,'<#9$<#03'. B,@$(', <8, S8,:$)* A#< #' 0A '(@8 502 0)*,)- <8, 2,#?8<,* 

5,$'<-'D($),' :)0@,*(), #9:5#@#< #3 <8, A#< 8$' $3 $3$5J<#@ '05(<#03 <8$< ),*(@,' <0 $ 

2,#?8<,* $C,)$?, $3* #' <8(' <)#C#$5 <0 @$5@(5$<,. I3 @03<)$'<- IMLS ?,3,)$5#+,' <8, 

S8,:$)* $::)0$@8 <0 8#?8,)-0)*,) A#<' 28,), <8, 5,$'< 'D($),' :)0@,*(), <J:#@$55J ),D(#),' 

9$<)#I $5?,;)$. T8(' <8, :)0@,*(), #' 30< $' @09:(<$<#03$55J <)#C#$5 $' <8, S8,:$)* 

9,<80*. H02,C,)- IMLS *#),@<5J A#<' <8, $B initio :0<,3<#$5'- #3'<,$* 0A <8,#) A0)@, A#,5* 

,'<#9$<,' 0A <8, :0<,3<#$5 $< <8, ,C$5($<#03 :0#3<. C03',D(,3<5J- 30 ?)$*#,3<' 0) H,''#$3' 

$< <8, $B initio :0#3<' $), ),D(#),*. I3 :)#3@#:5, $ +,)0<8-0)*,) IMLS A#< E#.,.- $ S8,:$)* 

A#<H @0(5* $5'0 ;, $::5#,* <0 <8, $B initio :0<,3<#$5' 2#<80(< <8, (', 0A ?)$*#,3<' 0) 

H,''#$3'. H02,C,)- I'@8<2$3 $3* C055#3'4 $3* 2,_ 8$C, '8023 <8$< #3 :)$@<#@, $3* #3 

:)#3@#:5, <8, *,)#C$<#C, :)0:,)<#,' 0A <8#' $::)0$@8 $), :00) $3* <8, ),'(5<#3? A#<<,* 
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:0<,3<#$5 8$' (3*,'#)$;5, @8$)$@<,)#'<#@'. I3 :)#3@#:5,- <8, 2,#?8<' @0(5* ;, *#'@$)*,* $3* 

$ ),?(5$) 5,$'< 'D($),' :)0@,*(), @0(5* ;, (',* 03@, <0 *,A#3, $ A#I,*- 3$9,5J- 30< 

'o7ing- 5,$'<-'D($),' A#< <0 <8, PES. H02,C,)- 9$3J '<(*#,' 0C,) <8, J,$)' 8$C, '8023 

<8$< '(@8 $ :)0@,*(), #' $@@()$<, 035J #A <8, $B initio *$<$ ',< #' *,3',. T8, 'o7ing :$)< <0 

IMLS- <8$< #'- <8, 50@$55J C$)J#3? 2,#?8<'- ?#C, $ 3035#3,$) @8$)$@<,) $3* $@@()$@J <0 <8, 

A#< <8$< $5502' IMLS A#<' <0 ),<$#3 8#?8 $@@()$@J 2#<8 ),5$<#C, ':$)', $B initio *$<$ ',<'.Q-]  

O() ,$)5#,) 20)/ A0@(',* 03 A,$<(),' 0A IMLS A0) $ 1D @$',_ $3* $ 3D @$',.Q 

T8,', '<(*#,' 8#?85#?8<,* <8, #9:)0C,* $@@()$@J #3 C$5(,' $3* *,)#C$<#C,' 0;<$#3$;5, 

2#<8 8#?8,)-*,?),, IMLS. T0 #9:)0C, <8, $@@()$@J $3* ,AA#@#,3@J 0A #3<,):05$<#03 

9,<80*'- 2, ),@,3<5J #3<)0*(@,* $ *($5-5,C,5 $::)0$@81S <8$< ,9:50J' $ +,)0<8-0)*,) PES 

$' $ ),A,),3@, '()A$@,.8 T8#' $::)0$@8 2$' <,'<,* 03 $ QD PES A0) HOOH 2#<8 <20 

#3<,):05$<#03 9,<80*'a 90*#A#,* S8,:$)* $3* ',@03*-*,?),, IMLS. T8, ),'(5<' '802 <8$< 

2#<8 <8, *($5-5,C,5 $::)0$@8 <8, IMLS $3* 90*#A#,* S8,:$)* 9,<80*' ?#C, @09:$)$;5J 

$@@()$<, A#<' A0) <8, '$9, 3(9;,) 0A $B initio :0#3<' ;(< <8, IMLS ),D(#),' 035J <8, 

C$5(,'- 30< <8, ?)$*#,3<' $3* H,''#$3'.8   

       T8, :),',3< :$:,) ),:0)<' $ '<(*J <8$< #' $ @03<#3($<#03 0A <8$< 20)/.  H,), 2, 

,I:50), <8, ,AA,@<' ;0<8 0A *#AA,),3< *,?),,' $3* 9#I,*-*,?),, :05J309#$5' #3 <8, IMLS 

$3* 0A $B initio :0#3< ',5,@<#03 ;J $(<09$<#@ PES ?,3,)$<#03 '@8,9,' A0) <8, QD PES 0A 

<8, HOOH *#''0@#$<#03 ),$@<#03. D#AA,),3< ,3',9;5,' 0A *$<$ :0#3<' 2,), (',*- 0;<$#3,* 

;J *#AA,),3< '$9:5#3? 9,<80*'. I3 0)*,) <0 $'','' <8, ?50;$5 A#<<#3? ,))0)- <8, O$B initioP 

:0#3<' 2,), @$5@(5$<,* A)09 <8, $3$5J<#@ :0<,3<#$5 PCPSDE *,C,50:,* ;J K(83 ,< $5.11 

$3* <8, A#<<#3? ,))0) 2$' *,<,)9#3,* ;J ?50;$5 '$9:5#3?' 0A <8, IMLS A#< <0 <8, PCPSDE 

PES. 
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       T8, ),'< 0A <8, :$:,) #' $))$3?,* $' A05502'. S,@<#03 II @03<$#3' $ ;)#,A ),C#,2 0A 

IMLS 9,<80*'. T8, 2,#?8<' $3* '$9:5#3? <8$< $), (',* #3 <8, IMLS $::5#@$<#03' $), 

*#'@('',* #3 S,@. III.  T8, ),'(5<' A0) $::5#@$<#03' 0A C$)#0(' *,?),, IMLS $), :),',3<,* 

#3 S,@. Ib.  T8, ),'(5<' A0) $(<09$<#@ '()A$@, ?,3,)$<#03 $), ?#C,3 #3 S,@. b.   A '(99$)J 

$3* @03@5('#03' $), ?#C,3 #3 S,@. bI. 

 

II.  Methods 

       D,<$#5,* *,'@)#:<#03' 0A <8, IMLS 9,<80*' $), $C$#5$;5, #3 0() :),C#0(' :$:,)'Q-_ 

$3* ,$)5#,) '<$3*$)* ),A,),3@,'-W '0 2, 2#55 035J ;)#,A5J 0(<5#3, <8, $::)0$@8 8,), A0) 1D 

$::5#@$<#03'.  T8, ?,3,)$5#+$<#03 <0 9$3J *#9,3'#03' #' '<)$#?8<A0)2$)*. 

       S(::0', <8$< ' 5#3,$)5J #3*,:,3*,3< A(3@<#03' BKEDH EKLM1N1'H $), ?#C,3 $3* *,A#3,* 

03 <8, '()A$@, $3* <8$< 2, $), ?#C,3 *$<$ C$5(,' fM1N1f@.  T8, A#<<,* '()A$@, #' <8,3 $ 

5#3,$) @09;#3$<#03 0A <8,', ;$'#' A(3@<#03' BK1 1 

 

                                 uEDH c! EDH B$ K
K"1

'
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28,), $KEDH $), <8, @0,AA#@#,3<'. T0 ,C$5($<, <8, A#< 0A A(3@<#03 uOdP <0 <8, *$<$ C$5(,'- 

2, (', <8, ,))0) A(3@<#03$5 

 

                        EEuH c   ! EDH e(EDH - AEiHf8i
i"1

@
2  .                                            E2H 
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W, $''(9, <8$< '#@- $3* 2, 8$C, #3<)0*(@,* 8iEDH- $ 2,#?8< A(3@<#03 <8$< #' $ )$:#*5J 

*,@),$'#3? A(3@<#03 0A <8, *#'<$3@, ggD - DE#Hgg. T8, '05(<#03 <0 0;<$#3 <8, @0,AA#@#,3<' 

$KEDH A05502' <8, '<$3*$)* A0)9(5$<#03 0A <8, 30)9$5 ,D($<#03' A0) 5,$'<-'D($),' A#<<#3?a 

 

                                   BTWEDHBaEDH c BT WEDHf-                                             E3H 

 

28,), a $3* f $), @05(93 C,@<0)'- B #' N$9 9$<)#I 2#<8 ,5,9,3<' B#i c B#EDEiHH- BT #' 

<)$3':0', 9$<)#I- $3* WEDH #' $3 N$N *#$?03$5 9$<)#I 280', ,5,9,3< W## c 8#EDH. T8, 

'05(<#03 aEDH <0 ED. E3H :)0C#*,' <8, @0,AA#@#,3<' <0 <8, u $< :0#3< D. S#3@, B #' $ 

b$3*,)903*, 9$<)#I- #< <,3*' <0 ;, #55-@03*#<#03,*-W $3* A0) 8#?8,)-*,?),, IMLS 2, (', 

,#<8,) '#3?(5$) C$5(, *,@09:0'#<#03 ESbDH 0) jR-A$@<0)#+$<#03 A0) 90), '<$;5, 

A$@<0)#+$<#03 $::)0$@8,' <8$3 *#),@<5J <),$<#3? <8, 30)9$5 ,D($<#03'. 

       T0 $::5J <8, IMLS 9,<80*- 03, 3,,*' <0 *,A#3, <8, @00)*#3$<,' D- <8, 2,#?8<' 

8#EDH- $3* <8, ;$'#' A(3@<#03' BKEDH. I3 0() :),C#0(' '<(*J 0A HOOH8 <8, A#<<#3? 

@00)*#3$<,' 2,), <$/,3 <0 ;, ),@#:)0@$5 #3<,)$<09#@ *#'<$3@,' Dc1TR- 28,),$' <8, 2,#?8< 

A(3@<#03 @00)*#3$<,' 2,), <8, #3<,)$<09#@ *#'<$3@,' R. T8#' 8J;)#* @00)*#3$<, 'J'<,9 8$' 

;,,3 '8023 <0 ;, 90), ,AA#@#,3< <8$3 035J #3<,)$<09#@ *#'<$3@,' A0) ),5$<,* :)0;5,9'.4-8 

A' #3 0() :),C#0(' '<(*#,'- <8, 2,#?8<' 8$C, <8, A0)9  
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28,), n #' $ '9$55 :0'#<#C, #3<,?,) $3* ' #' $ '9$55 :0'#<#C, ),$5 C$5(, <8$< A0)@,' 8i <0 ;, 

A#3#<, $< RFREiH. T,'<' '802 <8$< 9#30) @8$3?,' #3 <8, A0)9 0A <8, 2,#?8<' 8$C, ),5$<#C,5J 

5#<<5, ,AA,@< 03 :,)A0)9$3@, $3* ;,8$C#0).Q  

       T8, ;$'#' ',< #' <$/,3 <0 ;, $ *#),@< :)0*(@< 0A 90309#$5' #3 ,$@8 *,?),, 0A A),,*09 

#3 <8, C,@<0) D.  b$)J#3? <8, :02,)' 0A <8, 90309#$5 ),:),',3<,* #3 <8, A(55 ;$'#' ',< 

?#C,' +,)0-*,?),, EkDH- A#)'<-*,?),, EFDH- ',@03*-*,?),, ESDH- $3* <8#)*-*,?),, ETDH 

IMLS. A' <8, *#9,3'#03 0A <8, 'J'<,9 $3* <8, *,?),, 0A IMLS #3@),$',- <8, 3(9;,) 0A 

<8, ;$'#' A(3@<#03' #3@),$',' *)$9$<#@$55J- 90'<5J ;,@$(', 0A @)0'' <,)9' 28,), <8, ;$'#' 

A(3@<#03' @03<$#3' <8, :)0*(@<' 0A 90309#$5' 0A *#AA,),3< 303+,)0 :02,)' 0A *#AA,),3< 

@00)*#3$<,'. F0) ,I$9:5,- <8, <0<$5 3(9;,) 0A ;$'#' A(3@<#03' A0) SD-IMLS #3 <8, QD 

@$', #' 28- ;(< #A @)0''-<,)9' $), ),90C,*- <8, 3(9;,) 0A ;$'#' A(3@<#03' *)0:' <0 13. T8, 

TD-IMLS 2#<8 $3* 2#<80(< @)0''-<,)9' 8$' 84 $3* 1] ;$'#' A(3@<#03'- ),':,@<#C,5J. S#3@, 

<8, @0'< 0A $3 IMLS ,C$5($<#03 ?0,' $' <8, 'D($), 0A <8, 3(9;,) 0A ;$'#' A(3@<#03'- A0) 

8#?8,)-*,?),, IMLS <8, @)0''-<,)9' $), <8, :)#3@#:$5 @0'< #3 <8, @$5@(5$<#03. 

 

III. Characterization of Weights and Samples 

A.  Sampling 
 
       B,@$(', 2, (', $3 $3$5J<#@$5 PES- 2, @$3 <,'< <8, $@@()$@J 0A <8, IMLS A#<'. W, 

,9:50J <20 *#AA,),3< *$<$ ',<' *)$23 A)09 <8, $3$5J<#@ PESa S,< 1 #' $ ),'<)#@<,* *$<$ ',< 

<8$< #' <8, @055,@<#03 0A O$B initioP :0#3<' (',* #3 <8, A#<<#3?- $3* S,< 2 #' $ 9(@8 5$)?,) ',< 

0A :0#3<' (',* A0) <8, ,C$5($<#03 0A <8, ?50;$5 RMS ,))0)' 0A <8, A#<'.  

       T8, '$9:5#3? '@8,9, :5$J' $3 #9:0)<$3< )05, #3 <8, ,AA#@#,3@J 0A A#<<#3? 

9(5<#*#9,3'#03$5 PES'. P),C#0('5J8 2, (',* ,AA#@#,3< 9#@)0@$303#@$5 '$9:5#3? EEMSH12 

 _



A0) ;0<8 S,< 1 $3* S,< 2 $3* $ 'J99,<)#+,* A(3@<#03 $' <8, O,I$@<P A(3@<#03.  F0) S,< 1- 

8] 'J99,<)J *#'<#3@< :),*,<,)9#3,* *$<$ :0#3<' 2,), ',5,@<,* <0 @0C,) <8, 502-,3,)?J 

),?#03 0A <8, PES- <8$< #'- <8, ,D(#5#;)#(9 $3* <8, C#@#3#<J 0A <8, #3<)#3'#@ ),$@<#03 

@00)*#3$<,' EIRCH. W, $**,* 1S 90), ',<' 0A *$<$ :0#3<' '$9:5,* ;J EMS 2#<8 $3 (::,) 

;0(3* <0 <8, ,3,)?J 0A 1SS /@$5T905 ;(< 2#<8 30 ),'<)#@<#03 03 <8, <0<$5 $3?(5$) 

909,3<(9. A55 <8, $<09' 2,), 90C,* #3 C$)<,'#$3 @00)*#3$<,' A0) ,$@8 M$)/0C '<,: 

2#<8 $ '<,: '#+, 0A S.W$S A0) $3 $@@,:<$3@,T),i,@<#03 )$<#0 0A $::)0I#9$<,5J (3#<J. I3 0)*,) 

<0 ),*(@, <8, @0)),5$<#03 0A <8, '$9:5,* :0#3<'- 03, :0#3< 2$' :#@/,* A)09 <8, M$)/0C 

',D(,3@, ,C,)J 03,-8(3*),*<8 '<,:. T8, OlO *#'<$3@, 2$' ),'<)#@<,* <0 )OOmQ$S *()#3? 

<8, 2$5/. T8, '#3?(5$)#<J :)0;5,9 <8$< 0@@()' A0) :5$3$) ?,09,<)#,' 2$' $C0#*,* ;J ('#3? 

<8, O*#'<0)<#03P <,@83#D(, :)0:0',* ;J Y03,8$)$ ,< $5.13  F0) S,< 2 2, (',* 1S *#AA,),3< 

,3',9;5,' 0A W-SSS *$<$ :0#3<' '$9:5,* ;J <8, EMS 9,<80*. 

       F0) <8, :),',3< '<(*J- 2, <,'<,* <8),, 0<8,) '$9:5#3? 9,<80*' #3 $**#<#03 <0 EMSa $ 

:(),5J )$3*09 '$9:5#3? ERANDOMH- $ @09;#3$<#03 0A EMS $3* RANDOM '$9:5#3? 

ECOMBH- $3* $3 (3,D($55J-':$@,* ?)#* 0A *$<$ :0#3<' EGRIDH.  W, (',* <8, '$9, 8] 

'J99,<)J *#'<#3@< :),*,<,)9#3,* *$<$ :0#3<' (',* 03 0() ,$)5J '<(*J8 A0) S,< 1 #3 $55 <8, 

'$9:5#3? 9,<80*'. H02,C,)- 2, *#* 30< 'J99,<)#+, <8, O,I$@<P :0<,3<#$5Z )$<8,)- 2, 

,9:50J,* <8, O,I$@<P :0<,3<#$5 $' ?#C,3 #3 R,A. 11. T8, RANDOM 9,<80* $**' 1S 

*#AA,),3< ',<' 0A *$<$ :0#3<' 0;<$#3,* ;J M03<, C$)50 '$9:5#3? 2#<8 <8, '$9, (::,) 

;0(3* 03 E. I3 0)*,) <0 $C0#* <)$::#3? #3 <8, RANDOM '$9:5#3?- 03, :0#3< 2$' :#@/,* 

A)09 <8, M$)/0C ',D(,3@, ,C,)J 03,-<80('$3*<8 '<,:.  I3 <8, COMB '@8,9,- 2, $**,* 

1S *#AA,),3< ',<' 0A *$<$ :0#3<'- 8$5A :#@/,* ;J EMS $3* 8$5A :#@/,* ;J RANDOM 

'$9:5#3?. I3 S,< 2 A0) RANDOM '$9:5#3? 2, (',* 1S *#AA,),3< ,3',9;5,' 0A W-SSS *$<$ 
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:0#3<' ',5,@<,* ;J M03<, C$)50- 28,),$' #3 COMB 2, (',* 1S *#AA,),3< ,3',9;5,' 0A 

W-SSS *$<$ :0#3<'- 8$5A '$9:5,* ;J EMS $3* RANDOM <,@83#D(,'.  

       I3 <8, GRID 9,<80* 2, $(?9,3<,* <8, 8] :),*,<,)9#3,* :0#3<' A0) S,< 1 2#<8 :0#3<' 

',5,@<,* #3 $ ?)#* ;(#5< A)09 $ ?,09,<)#@ :)0?),''#03a 
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28,), fo1- ,$@8 ni #' $3 #3<,?,)- r1 #' <8, H1-H2 *#'<$3@,- rR #' H1-O1- rE #' H1-O2- r; #' 

O1-H2- rS #' H2-O2- rD #' O1-O2- $3* 

             

                                                             

r1
S% &

r2
S% &

r3
S% &

r4
S% &

rW
S% &

rQ
S% &

/1

.1

-1
-1
-1

-1
-1
-1

-1
-1

,1

+1

*1
*1
*1
*1
*1
*1
*1
*1

"

4.4W$S

1.82$S

1.82$S

1.82$S

1.82$S

2._W$S

/1

.1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

,1

+1

*1
*1
*1
*1
*1
*1
*1

      .                                      EQH 

 

W, ',5,@<,* <8, :0#3<' '(@8 <8$< T m 1SS /@$5T905 $3* rQ
ESH m Q$S. F0) S,< 2 2, (',* 035J 

<8, ?,09,<)#@ :)0?),''#03 <0 ',5,@< :0#3<' ;(< 2#<8 C$5(,' 0A f @50',) <0 (3#<J <0 :)0*(@, $ 

A#3,) ?)#*. W, @$5@(5$<,* <8, RMS ,))0) A0) C$5(,' 0A f <8$< :)0*(@,* A)09 U3-SSS <0 

U2W-SSSS :0#3<' #3 S,< 2- $55 2#<8 T m 1SS /@$5T905. R,5$<#C, <0 <8, 5$)?,'< S,< 2- 2, 

A0(3* *#AA,),3@,' 0A 2)]p #3 <8, RMS ,))0)' A0) UW-SS :0#3<' #3 S,< 2- *#AA,),3@,' 0A 

 ]



S.Q)1.Wp A0) U4S-SSS :0#3<'- $3* 30 *#AA,),3@,' A0) ?),$<,) <8$3 _S-SSS :0#3<'. I3 <8, 

@$5@(5$<#03' :),',3<,* ;,502- 2, (',* 4S-1]2 *$<$ :0#3<' A0) S,< 2 ?,3,)$<,* ;J f c 

1.11S8.   

       T8,', '$9:5#3? 9,<80*' $), @09:$),* #3 F#?. 1- 28,), 2, '802 <8, *#'<)#;(<#03' 0A 

*$<$ :0#3<' $' $ A(3@<#03' 0A ,3,)?J A0) W-SSS :0#3<' ',5,@< ;J EMS- RANDOM- $3* 

COMB $3* A0) W-134 :0#3<' ',5,@<,* ;J GRID.  A @(<-0AA #3 ,3,)?J 0A 1SS /@$5T905 2$' 

(',* #3 $55 <8, '$9:5#3? 9,<80*'. A' <8, ),'(5<' #3 F#?. 1 '802- EMS '$9:5#3? 9$#35J 

@0C,)' <8, 9#*-)$3?, ,3,)?#,' ),?#03 0A <8, PES $3* 035J :$)<#$55J #3@5(*,' :0#3<' #3 <8, 

8#?8- $3* 502-,3,)?J )$3?,'. T8, RANDOM '$9:5#3? 9,<80* @0C,)' 9$#35J <8, 8#?8-

,3,)?J ),?#03- 035J :$)<#$55J @0C,)' <8, 9#*-)$3?, 0A ,3,)?#,'- $3* :00)5J *,A#3,' <8, 

502-,3,)?J ),?#03. T8, GRID $3* RANDOM 9,<80*' :)0C#*, '#9#5$) @0C,)$?,' A0) 

;0<8 8#?8- $3* 9#*-,3,)?J ),?#03'- ;(< <8, GRID 9,<80* :)0C#*,' 9(@8 ?),$<,) 

@0C,)$?, #3 <8, 502-,3,)?J ),?#03. T8, COMB 9,<80* :)0C#*,' @09:$)$;5, 502-,3,)?J 

@0C,)$?, $3* #3 ,AA,@< $C,)$?,' <8, *#AA,),3@,' ;,<2,,3 <8, EMS $3* RANDOM 

9,<80*' #3 <8, 9#*- <0 8#?8-,3,)?J ),?#03'. T8, ),'(5<' #3 F#?. 1 *0 30< #3@5(*, <8, 8] 

'J99,<)J *#'<#3@< :),*,<,)9#3,* *$<$ :0#3<' A)09 <8, 502-,3,)?J ),?#03 <8$< 

'#?3#A#@$3<5J #9:)0C, <8, @0C,)$?, 0A $55 9,<80*' #3 <8$< ),?#03.  B,@$(', <8, 502-,3,)?J 

),?#03 8$' '9$55 ':$<#$5 ,I<,3<- #< #' ,I:,@<,* <8$< <8, 8] *$<$ :0#3<' $503? 2#<8 <8, 

'$9:5#3? ',,3 #3 F#?. 1 $), '(AA#@#,3< <0 *,<,)9#3, <8#' $),$.8  

       BJ *,A#3#<#03- S,< 1 $3* S,< 2 ,'',3<#$55J ,3@09:$'' $55 <8, :$)<' 0A <8, PES <8$< $), 

@8,9#@$55J #3<,),'<#3? A0) HOOH12 OHqOH *#''0@#$<#03 $3* $''0@#$<#03 ),$@<#03'. 

O35J ,I<)$0)*#3$)J 8#?8 ,3,)?#,' Eo1SS /@$5T905H 0) ,I@,:<#03$55J 5$)?, OHqOH 

',:$)$<#03' EoQ $0H $), ,I@5(*,*.  T8(' $ '$<#'A$@<0)J RMS ,))0) #9:5#,' <8$< <8, 
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':,@<)0'@0:J $3* <8, *#''0@#$<#03T$''0@#$<#03 ),$@<#C#<J 0A <8, HOOH 'J'<,9 @$3 ;, 

@09:(<,* 2#<8 @03A#*,3@,.  OA $55 <8, @$5@(5$<,* ),'(5<' :),',3<,* #3 <8#' :$:,)- S,< 2 

E*,A#3#3? <8, RMS ,))0)H #' 9(@8 5$)?,) <8$3 S,< 1 E<8, $B initio ',<H.  H,3@,- ;0<8 

#3<,):05$<#03 $3* ,I<)$:05$<#03 @03*#<#03' $), A0(3* #3 ,C$5($<#3? <8, IMLS :0<,3<#$5 $< 

<8, @00)*#3$<,' #3 S,< 2.  T8, 9#I<(), 0A <8,', @03*#<#03' *,:,3*' 03 <8, '$9:5#3? 

9,<80*' (',*Z 303,<8,5,''- <8, RMS <,'< '80(5* ;, $ ;)0$* 9,$'(), 0A <8, ),5#$;#5#<J 0A 

IMLS A#<'.  

B.  Weight Parameters 

       I3 $ '<(*J 0A 1D A#<<#3?_ 2, #3C,'<#?$<,* <8, *,:,3*,3@, 0A <8, $@@()$@J 0A *#AA,),3< 

*,?),,' 0A IMLS 03 <8, 2,#?8< A(3@<#03 :$)$9,<,)' ' $3* n- 28,), 2, (',* $3 

(3*,)5J#3? ?)#* A0) S,< 1 $3* S,< 2. T0 *,<,)9#3, <8, *,:,3*,3@, A0) 9(5<#*#9,3'#03$5 

PES' $3* @09:$), #< <0 <8, 1D @$',- 8,), 2, ,I$9#3,* RMS ,))0)' 0A *#AA,),3< *,?),, 

IMLS $' A(3@<#03' 0A ' $3* n.  A' #3 <8, 1D @$',- S,< 1 $3* S,< 2 2,), @03'<)(@<,* ;J <8, 

GRID 9,<80* $3* *0 30< #3@5(*, <8, :),*,<,)9#3,* 8] *$<$ :0#3<' #3 S,< 1- $5<80(?8 A0) 

0<8,) $::5#@$<#03' *#'@('',* ;,502 <8, :),*,<,)9#3,* :0#3<' 2,), (',*. T8, <0<$5 3(9;,) 

0A *$<$ :0#3<' @ #' 3-2SS Ef c 1.1_W8H. 

       F#?(), 2 *,903'<)$<,' <8, *,:,3*,3@, 0A <8, RMS ,))0) 0A T 03 ' A0) FD-- SD-- $3* 

TD-IMLS A#<' A0) $ A#I,* C$5(, 0A 3. A' #3 <8, 1D @$',-_ 28,3 ' #' <00 5$)?,- <8, $@@()$@J 

0A $55 A#<' #' *,?)$*,*. A' ' *,@),$','- <8, RMS ,))0) ),$@8,' $ 9#3#9(9 <8$< :,)'#'<' 

,'',3<#$55J A0) $55 A()<8,) *,@),$', #3 '. A5'0- #3@),$'#3? <8, *,?),, 0A IMLS A0) A#I,* ' 

*,@),$',' <8, RMS ,))0). F0) TD-IMLS $3 RMS ,))0) 0A U1 /@$5T905 ),D(#),' ' m U1S-2. 

W, 0;',)C,* #3 <8, 1D @$',_ <8$< 2#<8 #3@),$'#3? @ <8, )$3?, 0A 0:<#9$5 C$5(,' 0A 
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'1;,@09,' '9$55,)Z <8,),A0),- #3 <8, ),'(5<' A0) 5$)?,) @- *#'@('',* ;,502- 2, (',* ' c 

1S-24- 28#@8 ?($)$3<,,' 0:<#9$5 :,)A0)9$3@, 0A <8, 2,#?8<' A0) $3J <)$@<$;5, C$5(, 0A @. 

       F#?(), 3 '802' <8, *,:,3*,3@, 0A RMS ,))0) A0) A#)'< *,)#C$<#C,' 03 '1A0) FD-- SD-- 

$3* TD-IMLS. T8,', ),'(5<' $), '#9#5$) <0 <80', A0(3* A0) 1D._ S#3@, <8, )$3?, 0A C$5(,' 

0A <8, A#)'< *,)#C$<#C,' #' 9(@8 5$)?,) <8$3 <8, )$3?, 0A ,3,)?J C$5(,'- <8, '@$5, 0A F#?. 3 

#' 9(@8 5$)?,) <8$3 <8, '@$5, 0A F#?. 2. A' #3 <8, 1D @$', <8, 8#?8,)-*,?),, IMLS 8$C, $ 

5,''-:)030(3@,* 9#3#9(9 E$590'< #9:0''#;5, <0 ',, 03 A#?(),H. 

        F#?(), 4 #55('<)$<,' <8, ;,8$C#0) 0A RMS ,))0) 0A ,3,)?J A0) FD-- SD-- TD-IMLS $' 

$ A(3@<#03 0A n A0) $ A#I,* C$5(, 0A '. A' #3 <8, 1D @$',_ <8, RMS ,))0) *,:,3*,3@, 03 n 

#' 9(@8 5,'' ',C,), <8$3 <8$< 03 '311C09:$)#3? <8, RMS ,))0) ;,8$C#0) $' $ A(3@<#03 0A n 

A0) 1D $3* QD PES' '802' <8$< <8, )$3?, 0A 0:<#9$5 n A0) <8, QD PES '<$)<' A)09 '5#?8<5J 

5$)?,) C$5(,' 0A n En c 8H <8$3 #3 <8, 1D @$', En c QH $3* *,:,3*' 035J 2,$/5J 03 @.  T8, 

;,8$C#0) 0A <8, RMS ,))0)' A0) <8, *,)#C$<#C,' #' '#9#5$) <0 <8$< '8023 #3 F#?. 4 A0) 

,3,)?J. 

 

IK. Karious Degrees of IMLS  

A.  SD-IMLS Results 

       I3 S,@. III.A 2, *,A#3,* <8, RANDOM- COMB- $3* GRID '$9:5#3? 9,<80*' <8$< 

2, 8$C, #3C,'<#?$<,*.  H,),- 2, *#'@('' <8, ,AA,@< 0A <8, '$9:5#3? 9,<80* 03 <8, 

$@@()$@J 0A SD-IMLS A#<'Z <8, ),'(5<' $), '(99$)#+,* #3 T$;5, I A0) 12 *#AA,),3< 

@09;#3$<#03' 0A ES,< 1- S,< 2H.  W, ),:0)< <8, ?50;$5 RMS ,))0) $3* <8, (3@,)<$#3<J #3 

<8$< ,))0) *(, <0 <8, (3*,)5J#3? '<$<#'<#@$5 ;$'#' 0A <8, EMS- RANDOM- $3* COMB 

'@8,9,' E#.,.- <8, C$)#$3@,' #3 <8, 1S ,3',9;5,' (',* <0 0;<$#3 <8, RMS ,))0)H.  T8#' 
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#3A0)9$<#03 #' ?#C,3 A0) S,< 1 @ C$5(,' A)09 18] <0 Q-48]- 28#@8 #3@5(*, <8, 8] 

:),*,<,)9#3,* :0#3<'.  S,< 2 @09:)#',' WS-SSS :0#3<' '$9:5,* ;J EMS- RANDOM- $3* 

COMB $3* 4S-1]2 :0#3<' '$9:5,* ;J GRID. 

       T8, A#)'< 3#3, )02' 0A T$;5, I $), <8, @09;#3$<#03' 0A ES,< 1- S,< 2H :0''#;5, A)09 <8, 

<8),, '<$<#'<#@$5 9,<80*' EMS- COMB- $3* RANDOM.  T8, A#)'<- A0()<8- $3* ',C,3<8 

)02' '802 <8, *#$?03$5 @09;#3$<#03'- A0) ,I$9:5,- ECOMB-COMBH.  F0) ,$@8 C$5(, 0A 

@- <8, RMS ,))0) #3@),$',' #3 <8, 0)*,) 0A EMS- COMB- $3* RANDOM.  T8#' 0)*,)#3? 

#' ,I:,@<,* ;$',* 03 <8, ),'(5<' #3 F#?. 1 ;,@$(', <8#' #' <8, 0)*,) #3 28#@8 8#?8,)-,3,)?J 

:0#3<' $), #3@5(*,* #3 <8, '$9:5#3?'. F0) ,$@8 @- <8, 0AA-*#$?03$5 @09;#3$<#03'- A0) 

,I$9:5,- ERANDOM-COMBH- *#':5$J RMS ,))0)' <8$< ?,3,)$55J #3@),$', A)09 <8, 

*#$?03$5 C$5(, #3 S,< 1 $3* S,< 2.  W8,3 S,< 1 #' 0;<$#3,* ;J EMS- <8, 0)*,) 0A <8, 

#3@),$', #' EEMS-EMSH- EEMS-COMBH- $3* EEMS-RANDOMH.  W8,3 S,< 1 #' 0;<$#3,* 

;J RANDOM- <8, 0)*,) 0A <8, #3@),$', #' '#9#5$)- 3$9,5J- ERANDOM-RANDOMH- 

ERANDOM-COMBH- $3* ERANDOM-EMSH.  W8,3 S,< 1 #' 0;<$#3,* ;J COMB- #< #' 

(3@5,$) 28#@8 S,< 2 #' <8, 90), *#''#9#5$)- EMS 0) RANDOM.  T8, ),'(5<' #3 T$;5, I 

'802 <8$< <8, ,))0) *,@),$',' A0) ECOMB-EMSH- :)0;$;5J ;,@$(', EMS 2,$/5J '$9:5,' 

8#?8-,3,)?J C$5(,'.   

       C09;#3$<#03' #3C05C#3? GRID $), ?#C,3 #3 <8, 5$'< <8),, )02' 0A T$;5, I.  T8, 

*#$?03$5 EGRID-GRIDH @09;#3$<#03 A0) 90'< 0A <8, C$5(,' 0A N :)0*(@, RMS ,))0)' <8$< 

?,3,)$55J A$55 ;,<2,,3 <80', A0) <8, ECOMB-COMBH $3* ERANDOM-RANDOMH 

*#$?03$5 @09;#3$<#03'- $5<80(?8 A0) <8, '9$55,'< $3* 5$)?,'< 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' 

EGRID-GRIDH ?#C,' <8, 502,'< $3* ;#??,'< RMS ,))0)'- ),':,@<#C,5J. OAA-*#$?03$5 

@09;#3$<#03'- A0) ,I$9:5,- ECOMB-GRIDH- ?#C,' 5$)?,) <8, RMS ,))0)' @09:$),* <0 <8, 
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@0)),':03*#3? *#$?03$5 @03<)#;(<#03')<0 $3 ,I<,3< ?,3,)$55J 5$)?,) <8$3 <8$< A0(3* 

;,<2,,3 0<8,) 0AA-*#$?03$5T*#$?03$5 @09:$)#'03'. 

       I< #' *#AA#@(5< <0 9$/, ?,3,)$5 ),@099,3*$<#03' @03@,)3#3? 28#@8 '$9:5#3? 

@09;#3$<#03' <0 (',- 0<8,) <8$3 <0 (', $ *#$?03$5 @09;#3$<#03.  T8, :$)<#@(5$) (', 0A <8, 

A#<<,* PES 2#55 *#@<$<, <8, 90'< $::)0:)#$<, *#$?03$5 @09;#3$<#03 <0 (',.  T8, 8#?8,)-

,3,)?J :0)<#03 0A <8, PES 8$' <8, 5$)?,'< ':$<#$5 ,I<,3< #3 9(5<#*#9,3'#03$5 'J'<,9'- ;(< 

$< <8, '$9, <#9, 502-,3,)?J ),?#03'- #3@5(*#3? ,D(#5#;)#(9 :0#3<' $3* ),$@<#03 :$<8'- 

8$C, $ 5$)?, #3A5(,3@, 03 <8, *J3$9#@'.  T8, GRID $::)0$@8 #' 90), 5#/,5J <0 9$#3<$#3 $ 

@,)<$#3 *,3'#<J 0A :0#3<' :,) (3#< ':$<#$5 O$),$P 03 <8, '()A$@, $3* #3 <8#' 2$J ;$5$3@, 

8#?8- $3* 502-,3,)?J *,9$3*' 03 $ PES ),:),',3<$<#03.  T8#' '$9:5#3? 9,<80* #' A()<8,) 

8#?85#?8<,* ;J <8, ),'(5<' *#'@('',* ;,502. 

       I3*,:,3*,3< 0A <8, ;,8$C#0) 0A RMS ,))0) 2#<8 '$9:5#3? <,@83#D(,'- $55 <8, ),'(5<' #3 

T$;5, I '802 $ *,@5#3, #3 <8, SD-IMLS ,))0) 2#<8 @.  D#$?03$5 @09;#3$<#03' :)0*(@, 

US.QW <0 U1.2W /@$5T905 RMS ,))0)' A0) 03 <8, 0)*,) 0A QWSS $B initio :0#3<'.   

B.    Higher-Degree IMLS 

       T8, RMS ,))0) C,)'(' @ A0) FD-- SD-- $3* TD-IMLS A#<' A0) EGRID-GRIDH $3*  

ECOMB-COMBH '$9:5#3?' $), '8023 #3 F#?'. W $3* Q- ),':,@<#C,5J.  T8,', ),'(5<' $), 

<$/,3 A)09 T$;5, I '(::5,9,3<,* ;J $3 $**#<#03$5 @$5@(5$<#03 $< @ c 1288] A0) S,< 1.  I3 

?,3,)$5 <8, ;,8$C#0)' 0A <8, RMS ,))0)' A0) FD-- SD-- $3* TD-IMLS $), '#9#5$) <0 <8$< 

A0) <8, 1D @$',_ A0) 28#@8 #3@),$'#3? <8, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' $3* <8, *,?),, 0A IMLS 

'J'<,9$<#@$55J #9:)0C,' <8, A#<. T8, 0C,)$55 <8, *,:,3*,3@, 03 <8, '$9:5#3? @09;#3$<#03 

#' 2,$/.  B0<8 '$9:5#3? 9,<80*' '802 035J <8, TD-IMLS 9,<80* ),$@8#3? U1 /@$5T905 

RMS ,))0) $3* A0) C$5(,' 0A @ <8$< ,I@,,* U3-SSS :0#3<'. T8, FD-- SD-- $3* TD-IMLS 
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RMS ,))0)' #3 F#?'. W $3* Q '802 A0) 5$)?,) C$5(,' 0A @ $3 $::)0I#9$<,5J 5#3,$) 

*,:,3*,3@, 03 @ 03 $ 50?-50? '@$5,.  T8#' #' $ :02,) 5$2 ;,8$C#0) <8$< ',<<5,' #3 $< 8#?8,) 

C$5(,' 0A @ $' <8, IMLS *,?),, #3@),$','.  F#<' '802 <8, :02,) #3@),$',' A)09 $;0(< -1T4 

A0) FD-IMLS <0 $;0(< -1T3 A0) TD-IMLS.  N0<, <8$< <8, 3(9;,) 0A $B initio :0#3<' :,) 

*#9,3'#03 ?0,' $' @Q.  T8(' <8, ),*(@<#03 #3 RMS ,))0) ?0,' $' <8, 3(9;,) 0A :0#3<' :,) 

*#9,3'#03 )$#',* <0 <8, -1.W <0 -2 :02,).  I3 <8, 1D @$',_ $ :02,) 5$2 @03C,)?,3@, 0A 

RMS ,))0) $5'0 $::5#,' $< 5$)?, C$5(,' 0A @.  A' #3 HOOH- <8, #3C,)', :02,)' #3C05C,* 

#3@),$', 2#<8 <8, *,?),, 0A IMLS.  F0) FD-IMLS <0 TD-IMLS- <8, )$3?, 0A :02,)' A0) 

<8, 1D @$', $), $;0(< l1._W <0 l3.S- $ )$3?, <8$< 5$)?,5J 0C,)5$:' <8, HOOH )$3?,.  T8, 

1D $3* QD ),'(5<' '(??,'< <8$< 8#?8,) *,?),, IMLS RMS ,))0) @03C,)?,' A0) $3J 

*#9,3'#03$5 'J'<,9 2#<8 '09, 8#?8,) <8$3 (3#< #3C,)', :02,) 0A <8, 3(9;,) 0A :0#3<' :,) 

*#9,3'#03. 

       A' <8, *#9,3'#03' 0A <8, PES #3@),$',- $ A(55 8#?8,)-*,?),, IMLS A#< #' #3@),$'#3?5J 

*09#3$<,* ;J @)0''-<,)9'a *#),@< :)0*(@< ;$'#' A(3@<#03' 28,), <8, 90309#$5' #3 $< 5,$'< 

<20 @00)*#3$<,' 8$C, 303+,)0 :02,)'.  F0) $ QD PES- $3 SD-IMLS 8$' 28 ;$'#' 

A(3@<#03' 0A 28#@8 1W $), @)0'' <,)9'.  A TD-IMLS 8$' 84 ;$'#' A(3@<#03' 0A 28#@8 QW 

$), @)0'' <,)9'.  S#3@, <8, <#9, <0 '05(<#03 A0) $3 IMLS ,C$5($<#03 ?0,' $' <8, 'D($), 0A 

<8, 3(9;,) 0A ;$'#' A(3@<#03'- <8, ,5#9#3$<#03 0A 3,?5#?#;5, @)0''-<,)9' @$3 8$C, $ 9$i0) 

,AA,@< 03 <8, @09:(<$<#03 <#9,.  I3 F#?'. W $3* Q- <8, RMS ,))0) C,)'(' @ #' :50<<,* A0) 

SD- $3* TD-IMLS 2#<8 @09:5,<,5J ,5#9#3$<,* @)0''-<,)9' ESD-IMLS),*(@,* $3* TD-

IMLS),*(@,*H. T8, RMS ,))0)' A0) SD-IMLS),*(@,* $3* TD-IMLS),*(@,* $), C,)J @50', <0 

,$@8 0<8,) #3 ;0<8 '$9:5#3? 9,<80*'. T8#' #9:5#,' '09,28$< *#'$::0#3<#3? ),'(5<' A0) 

TD-IMLS),*(@,* ;,@$(', TD-IMLS A0) 90'< C$5(,' 0A N 8$' $ 30<#@,$;5J 502,) RMS 
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,))0).  G0#3? <0 TD-IMLS),*(@,* @03'#*,)$;5J ),*(@,' <8, D($5#<J 0A <8, A#<.  F0) SD-IMLS 

$3* SD-IMLS),*(@,*- <8, :,3$5<J A0) ,5#9#3$<#3? @)0''-<,)9' #' 30< :$)<#@(5$)5J ',C,),. 

O3, :0''#;5, ),$'03 A0) <8, #9:$@< 0A @)0''-<,)9 ,5#9#3$<#03 03 A#< D($5#<J #' <8$< <8, 

0:<#9$5 C$5(,' 0A <8, 2,#?8< :$)$9,<,)' E'- 3H @8$3?, 2#<8 <8, *,<$#5' 0A @)0''-<,)9 

),<,3<#03. H02,C,)- <,'< C$)#$<#03' #3 2,#?8< :$)$9,<,)' $;0(< <8, C$5(,' (',* #3 F#?'. W 

$3* Q :)0*(@, 30 @8$3?, #3 <8, ),'(5<'.  

       A ;,<<,) ,I:5$3$<#03 A0) <8, ),'(5<' #3 <8, A#?(),' #' <8$< @8,9#@$5 #3<(#<#03 20(5* 

'(??,'< <8$< 30< $55 @)0''-<,)9' $), @09:$)$;5, $3* 3,?5#?#;5,. R$<8,)- 035J @,)<$#3 

@5$'',' 0A @)0''-<,)9 9$J ;, #3'#?3#A#@$3< *,:,3*#3? 03 <8, 3$<(), 0A <8, PES. W, 8$C, 

#3C,'<#?$<,* <8#' ,I:5$3$<#03- $3* <8, ),'(5<#3? RMS ,))0)' $), #3 T$;5, II EA0) SD-IMLS 

*,)#C,* ),'(5<'H $3* T$;5, III EA0) TD-IMLS *,)#C,* ),'(5<'H A0) <8),, C$5(,' 0A @ 2#<8 

EGRID-GRIDH '$9:5#3?. ET8, ),'(5<' #3 <8,', <$;5,' 2,), 0;<$#3,* 2#<8 $3 

$::)0I#9$<#03 0A $ C$)#$;5, @(<0AA )$*#('- 28#@8 #' *#'@('',* A(55J #3 <8, A::,3*#I. T8, 

;$'#' 0A <8#' $::)0I#9$<#03 #' <8$< $B initio :0#3<' A$) A)09 <8, :0#3< 0A PES ,C$5($<#03 

8$C, 3,?5#?#;5, #3A5(,3@, 03 <8, IMLS ),'(5< ;,@$(', <8, 2,#?8<' *,@$J '0 )$:#*5J 2#<8 

*#'<$3@,. T8, ,5#9#3$<#03 0A <8, #3A5(,3@, 0A <8, A$) :0#3<' ;J $ @(<0AA )$*#(' ),<$#3' <8, 

$@@()$@J 0A A#< $3* 30<#@,$;5J ),*(@,' CPU <#9,.H T8, A#)'< <20 )02' #3 ;0<8 <$;5,' $),- 

),':,@<#C,5J- A0) <8, A(55-*,?),, IMLS A#<' $3* A0) <8, ),*(@,* A#<'- 28,), <8, (', 0A 

C$)#$;5, @(<0AA '5#?8<5J @8$3?,' <8, RMS ,))0)' *#':5$J,* #3 F#?. W $3* T$;5, I. T8, 

),9$#3#3? )02' $), <8, ),'(5<' A0) ,5#9#3$<#03 0A @,)<$#3 @5$'',' 0A @)0''-<,)9'. T8, <8#)* 

)02 #3 ,$@8 <$;5, ,5#9#3$<,' $55 @)0''-<,)9' ,I@,:< 30< @03<$#3#3? )Q- 03 <8, '(::0'#<#03 

<8$< @0(:5#3? <0 <8, HOlOH ),$@<#03 @00)*#3$<, )Q #' <8, 035J '(;'<$3<#$5 ,AA,@< @)0''-

<,)9' '80(5* ),<$#3. T8, ),'(5<' #3 <8, <8#)* )02 0A ,$@8 <$;5, #3*#@$<, *,?)$*$<#03' #3 <8, 
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RMS ,))0) A)09 <8, A(55 A#< 0A 5,'' <8$3 2Sp A0) ;0<8 SD- $3* TD-IMLS. EF0) TD-IMLS- 

<8#' :$)<#$5 ,5#9#3$<#03 0A @)0''-<,)9' *)$9$<#@$55J #9:)0C,' <8, RMS ,))0) A0) <8, 502,'< 

C$5(, 0A @.H T8#' :$)<#$5 ,5#9#3$<#03 :)0*(@,' ),'(5<' 9(@8 '(:,)#0) <0 <8, ),*(@,* A#<' $< 

<8, @0'< 0A <8, ),<,3<#03 0A W 0A 1W ESD-IMLSH 0) 2W 0A QW ETD-IMLSH @)0''-<,)9'. 

       W#<8 <8, ),<,3<#03 0A 035J $ A,2 90), <,)9' ;,J03* <80', #3C05C#3? )Q- #9:0)<$3< 

$3?(5$) *,:,3*,3@#,' @$3 ;, ),<$#3,*. A +,)0<8-0)*,) :0<,3<#$5 0A HOOH @$3 ;, 2)#<<,3 

#3 #3<,)3$5 @00)*#3$<,' $' 

 

                           b4b5E61Hq b5E62HqbOHE)2HqbOHE)WHqbOOE)QHqb7E7H-                           E_H 

 

28,),  61 #' <8, $3?5, ;,<2,,3 H1O1 $3* O1O2- 62 #' <8, $3?5, ;,<2,,3 H2O2 $3* O2O1- 

$3* 7 #' $ *#8,*)$5 $3?5,. I3 0() #3<,)$<09#@ @00)*#3$<,' <8, $3?5,' 61 @$3 ;, *,'@)#;,* ;J 

)2- )Q- $3* )3 $3* 62 ;J )W- )Q- $3* )4. T8('- @)0''-<,)9' #3 #3<,)$<09#@ @00)*#3$<,' 2#<8#3 

,$@8 <)#:5,< ,I:),'' 681$3* 69 *,:,3*,3@#,'. F0) SD-IMLS- 0A <8, 1S @)0''-<,)9' 

*#'@$)*,* A0) 30< 8$C#3? $3 )Q *,:,3*,3@,- 035J <20 8$C, <0 ;, ),<$#3,* <0 $5'0 #3@5(*, $ 

A(55 E68:169H *,:,3*,3@,. F0) TD-IMLS- 12 0A <8, 4S <,)9' *#'@$)*,* 8$C, <0 ;, ),<$#3,*. 

T8, A0()<8 )02 0A ,$@8 <$;5, '802' <8, ),'(5<'. F0) ;0<8 @$','- A0) <8, <20 502,) C$5(,' 

0A N- <8, RMS ,))0) #' ;,502 <8, RMS ,))0) A0) <8, A(55 A#<. F0) <8, 8#?8,'< C$5(, 0A @- 

<8, RMS ,))0) #' *,?)$*,* ;J 035J U4)]p A)09 <8, A(55 A#<. 

       T8, '(@@,'' 0A ,5#9#3$<#3? $55 @)0''-<,)9' ,I@,:< <80', #3C05C#3? )Q- 68:1$3* 69 

'(??,'<' ,5#9#3$<#3? $55 <,)9' ,I@,:< <80', #3C05C#3? 681$3* 69. S(@8 $ '<)$<,?J #' 90), 

#3*#'@)#9#3$<,- ),'(5<#3? #3 90), <,)9' ;,#3? ,5#9#3$<,*. T8, ),'(5<' $), #3 <8, A#A<8 )02 

0A ,$@8 <$;5,. F0) ;0<8 SD- $3* TD-IMLS- @09:$)#3? )02' <8),,- A0()- $3* A#C,- 03, 
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@5,$)5J ',,' <8$< ),<,3<#03 0A <,)9' <8$< *,'@)#;, 68:1$3* 69 #' '09,28$< 90), #9:0)<$3< 

<8$3 ),<,3<#03 0A <,)9' <8$< *,'@)#;, rD.  

       U35#/, SD-IMLS A#<'- TD-IMLS @03<$#3' ,30(?8 <,)9' 0A ,30(?8 *,?),,' <8$< 03, 

@$3 @03'#*,) ,5#9#3$<#3? <,)9' ;$',* 03 *,?),, $503,. T8, 5$'< <20 )02' #3 T$;5, III $), 

<8, ),'(5<' 0A $ :()?, 0A ,#<8,) ',@03*-*,?),, 0) <8#)*-*,?),, <,)9' A)09 <80', <,)9' 

),<$#3,* <0 ),:),',3< rD- 68:1$3* 69. P()?#3? ',@03*-*,?),, <,)9' :)0*(@,' $3 ,I@,55,3< 

),'(5<- 2#<8#3 3p 0A <8, ),'(5<' #3 <8, A0()<8 )02 A0) 30 :()?,. P()?#3? <8#)*-*,?),, <,)9' 

:)0*(@,' $ ?,3,)$55J (3'$<#'A$@<0)J ),'(5<. 

       OC,)$55- <8, ),'(5<' #3 T$;5, II $3* III :)0C#*, <8, ?(#*$3@, 3,@,''$)J <0 9$<@8 <8, A#< 

<0 <8, <$'/. T#9, <0 '05(<#03 ?0,' $' <8, 'D($), 0A <8, 3(9;,) 0A <,)9' #3 <8, A#<. T8, <0<$5 

3(9;,) 0A <,)9' #3 $ A(55 SD-IMLS A#< #' 28 $3* #3 $ A(55 TD-IMLS A#< #' 84. I3 <8, 

@$5@(5$<#03' 0A <8, 3,I< ',@<#03 2, 2#55 A,$<(), SD-IMLS $3* TD-IMLS- #3 28#@8 $55 <8, 

@)0'' <,)9' $), ,5#9#3$<,* 30< @03<$#3#3? rD- 68:1$3* 69. F)09 <8, A0()<8 @05(93' #3 

T$;5,' II $3* III- <8$< 2#55 ),'(5< #3 2S <,)9' A0) SD-IMLS $3* WQ <,)9' A0) TD-IMLS- 

2#<8 9#3#9$5 #A $3J *,?)$*$<#03 #3 <8, RMS ,))0) A0) <8, A(55 A#<. T8, ,C$5($<#03 @0'<' 

2#55 ;, ),*(@,* ;J UWSp A0) SD-IMLS $3* ;J $;0(< U4Sp A0) TD-IMLS. IA 5,'' 

$@@()$@J @$3 ;, <05,)$<,*- ;#??,) '$C#3?' #3 ,C$5($<#03 @0'<' @$3 ;, $@8#,C,*.  

 

K.  Automatic Point Selection 

       I< #' #9:0)<$3< <0 ?,3,)$<, $3 $@@()$<, PES 2#<8 <8, A,2,'< 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<'. I3 

0() 1D '<(*J_ 2, #3<)0*(@,* $3 $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 '<)$<,?J <8$< '#?3#A#@$3<5J 

),*(@,* <8, 3(9;,) 0A :0#3<' 3,,*,* <0 ),$@8 $ A#< 0A ?#C,3 $@@()$@J. S#3@, 

9(5<#*#9,3'#03$5 '()A$@,' *,$5 2#<8 $ 5$)?, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<'- <8, $::5#@$<#03 0A <8#' 
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/#3* 0A '<)$<,?J #' @)#<#@$5. T8, ;$'#' 0A 0() $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 '@8,9, #' <8$<- A0) 

A#I,* @- IMLS A#<' 0A *#AA,),3< *,?),,' $), 90'< *#AA,),3< A)09 03, $30<8,) 28,), <8, 

PES #' :00)5J *,A#3,* ;(< $), ,'',3<#$5 #*,3<#@$5 <0 ,$@8 0<8,) $3* <8, <)(, PES #3 <8, 3,$) 

C#@#3#<J 0A $3 $B initio :0#3<.  T8('- $**#<#03$5 $B initio :0#3<' '80(5* ;, @$5@(5$<,* 28,), 

<8, @03<,3*#3? IMLS A#<' 0A *#AA,),3< *,?),,' $), 9$I#9$55J *#AA,),3<. I3 <8, :),',3< 

'<(*J 2, (', $' @03<,3*#3? A#<' SD- $3* TD-IMLS 2#<8 :$)<#$55J ),*(@,* @)0''-<,)9' 

EA0()<8 )02' #3 T$;5,' II $3* IIIH $' ;$',' ',<' <0 ',5,@< 03, $**#<#03$5 $B initio :0#3< $< $ 

<#9,. A' #3 T$;5,' II $3* III- <8, C$)#$;5, @(<0AA #' (',* #3 <8, @$5@(5$<#03'. A' #3 F#?'. 

2)Q $3* $55 <8, <$;5,'- <8, '$9, S,< 2 0A 4S-1]2 :0#3<' #' (',* <0 ,C$5($<, <8, RMS ,))0). 

I3 :)#3@#:5,- 3,2 $B initio *$<$ :0#3<' @0(5* ;, ',5,@<,* A)09 S,< 2. H02,C,)- #< #' 30< 

:)$@<#@$5 <0 '()C,J '(@8 $ *,3', ',< 0A :0#3<' <0 ,I<)$@< <8, :0#3< 28,), @03<,3*#3? IMLS 

A#<' $), 9$I#9$55J *#AA,),3<. T8('- #3 $**#<#03 <0 S,< 1 E<8, #3@5(*,* $B initio :0#3<' A0) 

<8, @()),3< A#<H $3* S,< 2- 2, *,A#3, $ S,< 3 2#<8 $ ?)#* 0A Q-48] :0#3<' A)09 28#@8 2, 

',5,@< <8, 3,2 $B initio :0#3<' <0 ;, $**,* 03, $< $ <#9, <0 S,< 1. 

       T8, ),'(5<' $), ,I:),'',* #3 F#?. _. T8#' A#?(), '802' <8, GRID RMS ,))0) 0A <8, 

:$)<#$55J ),*(@,* TD-IMLS A#< 28,), <8, :0#3<' $), $(<09$<#@$55J ',5,@<,* $' *,'@)#;,* 

$;0C, A)09 $ '<$)<#3? @055,@<#03 0A 18]- 28]- 48]- 88]- $3* 1Q8] $B initio :0#3<'. T8, 

A#?(), $5'0 '802' <8, RMS ,))0)' 0A TD-IMLS @$5@(5$<,* $< 18]- 28]- 48]- 88]- 1-Q8]- 

3-28]- Q-88]- $3* 12-88] $B initio :0#3<' ',5,@<,* C#$ <8, GRID 9,<80*.  T8, ),'(5<' #3 

<8, A#?(),' *#':5$J <20 #9:0)<$3< :)0:,)<#,'.  F#)'<- 30 9$<<,) 802 9$3J ',,* :0#3<' 03, 

;,?#3' 2#<8- <8, RMS ,))0)' A0) 5$)?, @ $55 A$55 03 ,'',3<#$55J <8, '$9, @()C,.  S,@03*- 

<8, O(3#C,)'$5P @()C, 8$' ,'',3<#$55J <8, '$9, :02,) 5$2 *,:,3*,3@, $' <8, GRID 

',5,@<#03 '@8,9, A0) <8, $B initio :0#3<'.  H02,C,)- <8, :),A$@<0) #' ),*(@,* ;J 
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$::)0I#9$<,5J WSp.  I3 ,AA,@<- $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 8$5C,' <8, RMS ,))0) A0) 5$)?,) 

C$5(,' 0A N.  T8, ),'(5< #' $ TD-IMLS A#< <8$< ),:),',3<' 2#<8 $ 1 /@$5T905 RMS ,))0) $ 

A(55 QD PES ,C,)J28,), ;,502 1SS /@$5T905 ;$',* 03 035J U13WS $B initio :0#3<'.  T8, 

SD-IMLS RMS ,))0) *,)#C,* A)09 <8, '$9, $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 8$' $ C,)J '#9#5$) 

),5$<#03'8#: <0 <8, SD-IMLS RMS ,))0) *,)#C,* A)09 GRID '$9:5#3?Z #3 0<8,) 20)*'- 

<8, $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 RMS ,))0) #' $;0(< 8$5A <8$< 0A <8, ?)#* 9,<80*. 

       T8, ),'(5<' #3 F#?. _ *0 30< $**),'' <8, #''(, 0A 802 <0 <,)9#3$<, <8, $(<09$<#@ :0#3< 

',5,@<#03. I3 $3 $@<($5 $::5#@$<#03- 2, *0 30< /302 <8, <)(, PES $3* @$330< @09:(<, <8, 

RMS ,))0). A55 2, /302 #' #3A0)9$<#03 $;0(< <8, SD- $3* TD-IMLS A#<'.  I3 F#?. 8 2, 

:50< $' $ A(3@<#03 0A @ <8, RMS *#AA,),3@, ;,<2,,3 SD-IMLS $3* TD-IMLS A#<'.  A5'0 

#3 <8, A#?(), $' $ A(3@<#03 0A @ #' <8, RMS *#AA,),3@, 0A TD-IMLS $3* <8, <)(, PES.  

T8#' 5$'< @()C, #' #3A0)9$<#03 <8$< #3 $3 $@<($5 $::5#@$<#03 2, @$330< /302.  W, ',,/ $ 

'#9#5$)#<J ;,<2,,3 SD-TD #3A0)9$<#03 $3* TD-,I$@< #3A0)9$<#03 <8$< $5502' (' <0 

,'<#9$<, <8, 5$<,) ;J /3025,*?, 0A <8, A0)9,).   

       S,C,)$5 0;C#0(' 2$J' 0A ),:),',3<#3? SD-TD #3A0)9$<#03 A$#5 <0 <)$@/ <8, 

*,:,3*,3@, 0A <8, TD-IMLS RMS ,))0) 2#<8 @. T8, 9$I#9(9 *#AA,),3@, ;,<2,,3 SD-

IMLS $3* TD-IMLS #' $3 0'@#55$<0)J A(3@<#03 0A @ <8$< ?,3,)$55J *,@),$',' 90), )$:#*5J 

2#<8 @ <8$3 <8, TD-IMLS RMS ,))0) *0,'. T8, RMS *#AA,),3@, ;,<2,,3 SD-IMLS $3* 

TD-IMLS 03 S,< 3 #' $ ?,3,)$55J '900<8 A(3@<#03 0A @ ;(< #< $5'0 *,@),$',' 90), )$:#*5J 

2#<8 @ <8$3 <8, TD-IMLS RMS ,))0) *0,'. T8, (3*,)5J#3? :)0;5,9 2#<8 ;0<8 

$::)0$@8,' #' <8$< S,< 3 #' ',5,@<,* <0 ;, '#?3#A#@$3<5J '9$55,) <8$3 S,< 2 E03 28#@8 TD-

IMLS RMS ,))0) #' 9,$'(),*H A0) ),$'03' 0A :)$@<#@$5#<J. W8,3 $590'< $55 <8, :0#3<' #3 

 2S



S,< 3 8$C, ;,,3 ',5,@<,* A0) $B initio :0#3<'- SD-TD *#AA,),3@,' ;J $3J 9,$'(), 2#55 ;, 

9#3#9$5. H02,C,)- <8, TD-IMLS RMS ,))0) 2#55 30<. 

       T8, '(@@,''A(5 ),:),',3<$<#03 0A SD-TD #3A0)9$<#03 <8$< <)$@/' TD-IMLS RMS 

,))0) #' <0 :,)#0*#@$55J @$5@(5$<, <8, RMS *#AA,),3@, 0A SD-IMLS $3* TD-IMLS 03 <8, 

A(55 S,< 2. IA <8#' 2,), *03, 2#<8 ,C,)J $**#<#03 0A $3 $B initio :0#3<- <8, @09:(<$<#03$5 

@0'< 20(5* ;, ,I@,''#C,. H02,C,)- 2, $), 30< @$5@(5$<#3? <8, RMS *#AA,),3@, A0) $B 

initio :0#3< ',5,@<#03 ;(< )$<8,) A0) <,)9#3$<#03 0A <8, ',5,@<#03 :)0@,*(),. A @$5@(5$<#03 

0A <8, RMS *#AA,),3@,- '$J- ,C,)J #3@),$', #3 @ ;J 1SS :0#3<'- 2#55 $5502 <,)9#3$<#03 

2#<8 $ 1SS-:0#3< :),@#'#03. T8, $;#5#<J 0A <8, RMS *#AA,),3@, 0A SD-IMLS A)09 TD-

IMLS 03 S,< 2 <0 <)$@/ TD-IMLS RMS ,))0) #' *#':5$J,* #3 F#?. 8 A0) S,< 3 '#+,' 0A 

1-Q8]- 3-28]- $3* Q-48] :0#3<'. A55 <8, ),'(5<' $), A0) $3 #3#<#$5 ',,* S,< 1 0A 48] :0#3<'. 

F0) ,$@8 S,< 3- <8,), #' $ :$#) 0A @()C,' 2#<8 <8, (::,) @()C, *#':5$J#3? <8, RMS 

*#AA,),3@, $3* <8, ;0<<09 @()C, *#':5$J#3? <8, RMS ,))0). A5<80(?8 <8,), #' 90), #3#<#$5 

)$??,*3,'' #3 <8, @09:$)#'03 $< '9$55 C$5(,' 0A N- $< <8, 5$)?,) C$5(, 0A N <8, @()C,' 

<)$@/ 03, $30<8,) 2#<8 <8, RMS *#AA,),3@, ;,#3? $ 1Sp <0 1Wp 0C,),'<#9$<#03 0A <8, 

TD-IMLS RMS ,))0). T8, A#?(), $5'0 '802' <8$< <8, '9$55,) <8, S,< 3- <8, 5$)?,) <8, 

RMS ,))0) <8$< ',5,@<#3? $55 <8, :0#3<' #3 S,< 3 2#55 0;<$#3. T8#' #' 0;C#0('. S,< 2 2$' 

',5,@<,* <0 ;, <8, '#+, <8$< #< #' ;,@$(', D($*)(:5#3? <8, '#+, 0A S,< 2 *#* 30< $::),@#$;5J 

@8$3?, <8, TD-IMLS RMS ,))0). OA @0()',- #A $55 <8, :0#3<' #3 S,< 2 2,), ',5,@<,* A0) $B 

initio :0#3<'- <8, TD-IMLS RMS ,))0) 20(5* ;, ,I<),9,5J '9$55. 

       A30<8,) @03'#*,)$<#03 $;0(< F#?. 8 @03@,)3' <8, ?,3,)$5 5$@/ 0A #3C,)', :02,) 

*,:,3*,3@, 03 N. G,3,)$55J $A<,) N ,I@,,*' $;0(< 8$5A <8, '#+, 0A S,< 3- <8, TD-IMLS 

RMS ,))0) A5$<<,3' 0(< 03 $ 50?-50? :50< $3* <8(' 50',' #<' #3C,)',-:02,) *,:,3*,3@,. A< 
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<8, '$9, <#9,- ',5,@<#3? $55 <8, :0#3<' #3 S,< 3 $3* <8,3 *0(;5#3? <8, S,< 3 '#+, :)0*(@,' 

),'(5<' $' #3 F#?. Q 28,),- 03 $ @0$)',) '@$5,- $3 #3C,)',-:02,) *,:,3*,3@, '<#55 $::,$)' 

<0 805*. I3 0<8,) 20)*'- $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 0(< 0A $ S,< 3 2#55 *,?)$*, <8, #3C,)',-

:02,) *,:,3*,3@, $< 5$)?, ,30(?8 C$5(,' 0A N $' 2,55 $' 5#9#< <8, A#3$5 $@@()$@J <8$< @$3 

;, 0;<$#3,*. N03,<8,5,''- $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 03, :0#3< $< $ <#9, 0(< 0A $ S,< 3 @$3 

;, <,)9#3$<,* <0 $ *,'#),* $@@()$@J /302#3? 035J RMS *#AA,),3@,' ;,<2,,3 SD-IMLS 

$3* TD-IMLS 03 $ S,< 3 5$)?, ,30(?8 <0 @03C,)?, <8, TD-IMLS ,))0) 2#<8 <8, ,I$@< 

PES. F#?(),' _ $3* 8 '802 <8$< '(@8 $ :)0@,*(), @$3 $))#C, $< RMS ,))0)' 0A 5,'' <8$3 1 

/@$5T905 2#<8 $;0(< 8$5A <8, 3(9;,) 0A :0#3<' ),D(#),* ;J $ 'J'<,9$<#@ #3@),$', #3 ?)#* 

*,3'#<J.   

                       

IK. Conclusions 

       I3 <8, @03<,I< 0A $ QD $::5#@$<#03 <0 HOOH- 2, 8$C, :),',3<,* <8, ;$'#@ A0)9$5 $3* 

3(9,)#@$5 $':,@<' 0A IMLS 9,<80*' 0A *#AA,),3< *,?),, 2#<8 <0<$5- @09:5,<,5J ),*(@,*- 

$3* :$)<#$55J ),*(@,* @)0'' <,)9'. W, 8$C, #3@5(*,* *,<$#5' 0A <8, 2,#?8<' $3* <8, 

'$9:5#3? :)0@,*(),' (',* <0 ',5,@< $B initio :0#3<' $3* ,'<#9$<, RMS A#<<#3? ,))0)'. T8, 

9$i0) @03@5('#03' 0A <8#' '<(*J $), $' A05502'a 

s T8, RMS A#<<#3? ,))0) @03C,)?,' 2#<8 N- <8, 3(9;,) 0A $B initio :0#3<'- #3 $3 #3C,)',-

:02,)-5$2 A$'8#03 2#<8 :02,)' <8$< #3@),$', 2#<8 <8, *,?),, 0A <8, IMLS A#<.  F0) FD-

IMLS <0 TD-IMLS <8, #3C,)', :02,)' )$3?, A)09 1.W <0 2 2#<8 ),':,@< <0 @1TQ- <8, 

$C,)$?, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' :,) *#9,3'#03.  T8,', ),'(5<' $), @03'#'<,3< 2#<8 0() 

,$)5#,) 1D '<(*J._ 
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s H#?8,)-*,?),, IMLS A#<' $), *09#3$<,* ;J @)0'' <,)9' <8$< @03<)#;(<, #3 035J $ 9#30) 

2$J <0 <8, D($5#<J 0A <8, A#<.  N,?5,@< 0A $55 @)0'' <,)9' <8$< *0 30< #3@5(*, <8, 

$::)0I#9$<, ),$@<#03 @00)*#3$<, Er22H :)0*(@,' RMS ,))0) #3@),$',' 0A 5,'' <8$3 1Wp 

A0) SD-IMLS $3* TD-IMLS. T8, ),<,3<#03 0A <8, @)0'' <,)9' ),5$<,* <0 r22- 6M- $3* 6R 

$3?5,' ?#C,' ;,<<,) 0) $590'< <8, '$9, ),'(5<' $' A(55 SD- $3* TD-IMLS. M0),0C,)- 

TD-IMLS 2#<8 ,5#9#3$<#03 0A ',@03*-0)*,) @)0''-<,)9' $503? 2#<8 $55 @)0'' <,)9' <8$< 

*0 30< #3@5(*, <8, ),$@<#03 @00)*#3$<, $3* $3?5,' A#<' PES $' ?00* $' A(55 TD-IMLS.    

s A(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 <8$< 0:<#9$55J ',5,@<' $**#<#03$5 $B initio :0#3<' 

$::)0I#9$<,5J 8$5C,' <8, RMS ,))0) ),5$<#C, <0 ;5#3* :0#3<-',5,@<#03 ;J @8$3?#3? ?)#* 

#3@),9,3<' 0) ;J M03<, C$)50 '$9:5#3?.  T8, $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 '@8,9, #' <8$< 

A#)'< *,C,50:,* $3* <,'<,* #3 1D $::5#@$<#03'.  OC,) $ 1SS /@$5T905 )$3?,- 1 /@$5T905 

RMS ,))0) @$3 ;, ),$@8,* A0) <8, A(55 QD HOOH PES ;J $ TD-IMLS A#< 0A U1-3WS 

$(<09$<#@$55J ',5,@<,* $B initio :0#3<'. R,5#$;5, <,)9#3$<#03 :)0@,*(),' 0A $(<09$<#@ 

:0#3< ',5,@<#03 $5502 :),',5,@<,* A#< $@@()$@J. 

F(<(), '<(*#,' 2#55 ,I$9#3, <8, $::5#@$<#03 0A IMLS  #3 @5$''#@$5 <)$i,@<0)J '#9(5$<#03'- <0 

8#?8,)-*#9,3'#03$5 'J'<,9'- $3* <0 'J'<,9' 28,), ?)$*#,3< #3A0)9$<#03 #' $C$#5$;5,. 
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Table I.  C09:$)#'03' 0A <8, RMS ,))0)' #3 <8, ,3,)?J @$5@(5$<,* ;J SD-IMLS A0) 
*#AA,),3< '$9:5#3? 9,<80*'- S,< 1 $3* S,< 2 E',, <,I<H. T8, ),'(5<' 2,), 0;<$#3,* ;J ('#3? 
1S *#AA,),3< ,3',9;5,' A0) ,$@8 :$#).  AC,)$?, C$5(,' 2#<8 *,C#$<#03' E#3 /@$5T905H $), 
5#'<,*. O35J #3 <8, EGRIDZGRIDH @$', 2$' (',* 03, :$#) 0A S,< 1 $3* S,< 2. 
 
ES,< 1Z S,< 2H 18] 28] 48] 88] 1Q8] 328] Q48] 
EEMSZEMSH 
 
 

_.8] 
;1.23 

4.11 
;S.W8 

2.48 
;S.22 

1.QS 
;S.S3 

1.2S 
;S.S4 

S.8_ 
;S.SW 

S.Q_ 
;S.SW

EEMSZCOMBH 
 
 

1S.S] 
;1.W] 

W.4W 
;S.WW 

3.W3 
;S.S_ 

2.4Q 
;S.S_ 

2.1W 
;S.3W 

1._2 
;S.2_ 

1.3_ 
;S.11

EEMSZRANDOMH 
 
 

12.4S 
;2.48 

Q.WW 
;S.Q] 

4.W3 
;S.3] 

3.12 
;S.S] 

2.Q4 
;S.1] 

2.2S 
;S.13 

2.SS 
;S.3W

ECOMBZCOMBH 
 
 

]._8 
;S.]] 

W.42 
;S.WW 

3.QQ 
;S.W8 

2.3Q 
;S.1_ 

1._S 
;S.S8 

1.3S 
;S.S] 

S.]] 
;S.S_

ECOMBZEMSH 
 
 

].24 
;1.2W 

4.]2 
;S.WQ 

3.28 
;S.W1 

1.]1 
;S.SQ 

1.38 
;S.SQ 

1.SS 
;S.SW 

S._4 
;S.S3

ECOMBZRANDOMH 
 
 

1S.Q1 
;1.1] 

W.]8 
;S.8S 

4.2] 
;S.]8 

2.8S 
;S.41 

2.13 
;S.14 

1.W] 
;S.13 

1.1Q 
;S.SW

ERANDOMZRANDOMH 
 
 

1S.41 
;1.]] 

Q._W 
;S.]2 

4.1W 
;S.2W 

2._W 
;S.3S 

2.1S 
;S.18 

1.4] 
;S.S8 

1.1Q 
;S.S_

ERANDOMZCOMBH 
 
 

1S.]Q 
;1.3S 

Q.81 
;1.1Q 

4.2] 
;S.2W 

2._] 
;S.31 

2.1Q 
;S.S] 

1.W2 
;S.SW 

1.31 
;S.1_

ERANDOMZEMSH 
 
 

11._4 
;1.3_ 

_.1_ 
;1.2W 

4.4_ 
;S.3Q 

2.]Q 
;S.33 

2.2Q 
;S.S8 

1.QS 
;S.SW 

1.3_ 
;S.SQ

        
EGRIDZGRIDH 
 

_.Q8 4._2 3._2 2.W3 2.SS 1.W] 1.2W 

EGRIDZCOMBH 
 
 

8.W3 
;S.1] 

_.1Q 
;S.13 

3.QW 
;S.S] 

3.2S 
;S.S4 

2.__ 
;S.S_ 

1.]] 
;S.S4 

1.44 
;S.S8

ECOMBZGRIDH 
 
 

3W.33 
;_.8S 

1_.__ 
;4.1S 

12._3 
;3.84 

W.38 
;S.W8 

4.3S 
;S.Q4 

2.]Q 
;S.3S 

2.24 
;S.23
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Table II. T8, RMS ,))0) #3 <8, ,3,)?J E#3 /@$5T905H A0) SD-IMLS 2#<8 $55 @)0''-<,)9' 
$3* 2#<8 @09:5,<,5J $3* :$)<#$55J ),*(@,* @)0'' <,)9'. 
 
O9#<<,* C)0''-T,)9' N(9;,) 0A O9#<<,* C)0''-T,)9' 28] 88] 328] 
N03,                         S 4._2 2.WS 1.W1 
A55                        1W W.3_ 3.2S 2.11 
A55 30< @03<$#3#3? )Q                        1S W.S8 2.]S 1.82 
A55 30< @03<$#3#3? 
68:1691$3* )Q 

                        8 4.32 2.W3 1.W8 

A55 30< @03<$#3#3? 
68:169 

                        ] 4.3S 2.W2 1.QS 

 
 
 
Table III. T8, )9' ,))0)' 0A ,3,)?J #3 /@$5T905 A0) TD-IMLS 2#<8 $55 @)0'' <,)9' $3* 
2#<8 @09:5,<,5J $3* :$)<#$55J ),*(@,* @)0''-<,)9'.  
 
O9#<<,* C)0''-T,)9' N(9;,) 0A O9#<<,* C)0''-T,)9'  28] 88] 328] 
N03,                         S  Q.12 1.8S 1.S3 
A55                        QW Q.24 3.4Q 2.23 
A55 30< @03<$#3#3? )Q                        4S 4.3] 2.1W 1.2S 
A55 30< @03<$#3#3? 
68:1691$3* )Q 

                       28  3.__ 1.84 1.13 

A55 30< @03<$#3#3? 
68:169 

                       34      4.S3 1.8Q 1.1W 

A55 30< @03<$#3#3? 
68:169:1)Q q $55 
),9$#3#3? ',@03*- 
0)*,) @)0''-<,)9' 

                       3W 3.21 1.8W 1.S] 

A55 30< @03<$#3#3? 
68:169:1)Q q $55 
),9$#3#3? <8#)*-0)*,) 
@)0''-<,)9' 

                       W8 3.]2 2.28 1.48 

 2W



Appendix 

T8, *$<$ :0#3<' A$)<8,) A)09 $3 ,C$5($<#03 :0#3< Q 8$C, $ '9$55,) @03<)#;(<#03 <0 

<8, A#<<#3? ;,@$(', 0A <8, ),*(@,* 2,#?8< A(3@<#03. T8, @0'< 0A <8, IMLS :)0@,*(), #' 

5#3,$) #3 <8, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' ,I:5#@#<5J #3@5(*,* #3 <8, 5,$'<-'D($),' :)0@,*(),. 

T8,),A0), 2, @$3 *,@),$', <8, IMLS @09:(<$<#03$5 @0'< ;J ),90C#3? *#'<$3< *$<$ :0#3<' 

;,A0), '05C#3? <8, 30)9$5 ,D($<#03'. 

       O3, ),90C$5 9,<80* #' <0 ,I@5(*, *$<$ :0#3<' 0A 280', *#'<$3@,' A)09 R $), A$)<8,) 

<8$3 $ A#I,* <8),'805* rcut. H02,C,)- #3 $::5#@$<#03' 28,), <8, 3(9;,) 0A *$<$ :0#3<' N 

2#55 @8$3?, E'(@8 $' #3 $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 *#'@('',* #3 S,@. bH- rcut @$3 ;, $ 

'#?3#A#@$3< A(3@<#03 0A @. A3 $**#<#03$5 :)0;5,9 #' <8$< ,I@5(*#3? <8, #<8 :0#3< 280', 

*#'<$3@, <#ERH A)09 <8, ,C$5($<#03 :0#3< #' 5$)?,) <8$3 rcut #3 ,AA,@< <)(3@$<,' <8, 2,#?8< 

A(3@<#03 A0) <8, #<8 :0#3< <0 +,)0. T8#' #3<)0*(@,' $ *#'@03<#3(#<J #3 <8, A#<<,* ,3,)?J $3* 

*,)#C$<#C,' 28,3,C,) $ *$<$ :0#3< @)0'',' rcut. B0<8 :)0;5,9' @$3 ;, '05C,*] ;J $ 2,#?8< 

90*#A#,* ;J $ *$9:#3? A(3@<#03 5 *,A#3,* ;J  
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28,), 6oS $3* 28,), rcut #' *,<,)9#3,* ;J 

 

                                                          % & constcutrQ ?? "- -                                                  EA3H 

 

28,), const?  #' $ ?#C,3 :$)$9,<,). T8, *$9:#3? A(3@<#03 #3 ,AA,@< A(55J @0(3<' $ *$<$ 

:0#3< 280', *#'<$3@, < A)09 <8, ,C$5($<#03 :0#3< $< R #' 2,55 2#<8#3 )@(<. A< <8, ;0(3*$)J 

0A )@(< $3* ;,J03*- <8, *$9:#3? A(3@<#03 8$' <8, @0)),@< *,)#C$<#C, $3* 5#9#<#3? :)0:,)<#,' 

<0 $C0#* $3J *#'@03<#3(#<#,'. % cutrQ- &?  ;,@09,' $ A)$@<#03$5 @0(3< 0A <8, 3(9;,) 0A *$<$ 

:0#3<' O'900<85JP @03<$#3,* 2#<8#3 rcut. S,5,@<#3? $ A#I,* const?  C$5(, $' #3:(< ,3'(),' 

<8$< 30 9$<<,) 28$< <8, C$5(, 0A @- '(AA#@#,3< *$<$ 2#55 ;, $C$#5$;5, A0) <8, IMLS 

:)0@,*(),. 
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Figure Captions 

 

F#?. 1 T8, *#'<)#;(<#03 0A *$<$ :0#3<' '$9:5,* ;J EMS E---H- RANDOM E#H- COMB 
E-0-H- $3* GRID EuH 9,<80*' $' $ A(3@<#03 0A ,3,)?J. 

 
F#?. 2 T8, RMS ,))0) A0) <8, :0<,3<#$5 ,3,)?J #3 /@$5T905 C,)'(' ' A0) FD-IMLS % &# - 

SD-IMLS E)H- $3* TD-IMLS E)0)HZ n c 1S- @ c 32SS. T8, RMS ,))0) #' ;$',* 
03 4S-1]2 :0#3<'. 

 
F#?. 3 S$9, $' F#?. 2 035J A0) <8, RMS ,))0) 0A <8, A#)'< *,)#C$<#C,' #3 /@$5T905T$S. 
 
F#?. 4 S$9, $' F#?. 2 035J A0) <8, RMS ,))0) C,)'(' n A0) ' c 1$1S-24. S,, <8, <,I< A0) 

*,<$#5'. 
 
F#?. W T8, RMS ,))0) A0) <8, :0<,3<#$5 ,3,)?J #3 /@$5T905 C,)'(' @ A0)  EGRIDZGRIDH 

'$9:5#3?. T8, :0#3<' $), @033,@<,* ;J '<)$#?8< 5#3,' A0) @5$)#<JZ <8, *0<<,* 5#3, 
*,30<,' FD-IMLS- *$'8-*0< 5#3, *,30<,' SD-IMLS- *$'8-*0(;5,-*0< 5#3, 
*,30<,' TD-IMLS- '05#* 5#3, #' SD-IMLS),*(@,*- $3* *$'8 5#3, #' TD-IMLS),*(@,*. 
T8, 2,#?8< A(3@<#03 :$)$9,<,)' $), n c 1S $3* ' c 1$1S-24. 

 
F#?. Q S$9, $' F#?. W 035J A0) ECOMBZCOMBH '$9:5#3?. S,, <8, <,I< A0) *,<$#5'. 
 
F#?. _ T8, RMS ,))0) C,)'(' @ A0) TD-IMLS A#<' <8$< C$)J 2#<8 <8, ',5,@<#03 0A $B 

initio :0#3<'. T8, '05#* 5#3, 2#<8 @#)@5,' #' A0) GRID ',5,@<#03 $3* <8, '05#* 5#3,' 
2#<8 '09, 9#30) 30#', $), A0) $(<09$<#@ :0#3< ',5,@<#03 A)09 $3 ,I:$3*#3? 
@055,@<#03 0A $B initio ',,* :0#3<'.  S,, <,I< A0) *,<$#5'. 

 
F#?. 8 T8, RMS *#AA,),3@, ;,<2,,3 SD-IMLS $3* TD-IMLS 03 S,< 2 E'J9;05'H $3* <8,   
             TD-IMLS RMS ,))0) 03 S,< 2 E'05#* 5#3,H C,)'(' @ A0) <8),, *#AA,),3< ?)#*' A0)  
             S,< 3. T8, RMS *#AA,),3@, #' !- !- $3* " A0) S,< 3 ?)#*' 0A 1Q8]- 328]- $3* 

Q48] :0#3<'- ),':,@<#C,5J. T8, $''0@#$<,* TD-IMLS RMS ,))0) #3 ,$@8 @$', #' 
'8023 ;J <8, @()C,' ;,502 <8, @0)),':03*#3? :0#3<'.
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